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Le sujet comporte six pages numdmt&n de 1/6 & 6/6.
Les pages 5/6 et 6/6 sont a rendre avec la cople.

Exercice 1 (5 points)

Le plan est orenté.
Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe,

.,
ABC est un triangle équilatéral tel que [EE L Bﬁ-] = %I?n].

(2 est un point intérieur au triangle ABC 1el que [AE : Ad} = %|:En|,
¥

| et J sont kes projetés orthogonaux de {2 respectivement sur les droites (AB) et (AC),
O est le point de la droile {AC) tel que DA - DO

1) Montrer que [E.L nﬁ] 2 ::.[24

2)Solt R = S(ap) © Siag)
a) Juslifier que R es!ia rotation de centre () et d'angle %
b} Soit F = R{J).
Montrer que F est un point de la demi-droite [()). Construire e point F
3} Soit h Thomothétie de centre € et lelie que h(F) =1 Onpose f=hoR

a) Vérifier que f(J) =1
b} Monirer que 1 est une similitude directe dant on précisera le centre e l'angle.

c] Calculer ;:-ﬁl- el % [ On donna EII-"I{ J..- }

En déduire que le rappori de f estégala 1+ V3.
4) Soit g la similitude indirecte de centre 2 telle que glJj=1

a) Montrer que g=fo s{:l.‘ﬂj'

b} Déterminer ke rapport de g.

c) Mantrer que laxe de g es! la droite (QD).

d) Montrer que g=h o Sfm]-

e| La drofte (2D} coupe la droite {BC) en un point K. On pose K =g(K).

Viérifier que h(K) =K' Construire alors le point K'.
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Exercice 2 (3,5 points)

L'espace esl orienté.
Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d'améte 1. o

(A, AB, AD, AE) est un repére orthanormé direel de l'espace.
1) a) Montrer que EC » ED = AH

b} Montrer que Faire du tiangle ECD esl egale a % b

¢) Calculer le volume du tétraédre AECD. o
2) Soft h Ihomothetie de centre A et de rappart % e /

On puse M = h(D).

a) Le plan passant par M el paraliéle au plan (DCG) coupe les segmenis IAC| et [AG]
respectivement en N el P. Montrer que h(C)=N et h(G)=F.

b} Le plan passant par M et paraliéle au plan (ECD) coupe la droite (AE) an un point K

Calculer le volume du tetraédre AKNM.

3) Soit (S) la sphére de centre e point | [%- % %] el de rayon R - %

a) Montrer que la sphére (S) coupe ke plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre

&l le rayon.
b) Soit (S') I'mage de la sphére (S) par 'homolthétie h,

Mantrer gue (S') coupe le plan (MNP} suivant un cercle dont on précisera le centre el le rayon.

Exercice 3 (4 points)
1) Soil x un entier non nul premiar aves 33,

a) Déterminer le reste modulo 53 de x°7,

b) En dédulre que pour tout entier naturel k, x°**' = x (mod 53},
2) Soit léquation (E4): »°? = 2 (mod 53), olix e Z

Montrer que 2° es! une solution de (E4).
3) Seit x une solution de I'équation (E,).

a) Montrer que x est premier avec 53

by Montrer que ¥°°' = x (mod 53),

c) En déduire que x » 27 {mod 53).
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4) a) Montrer que 2° = 35 (mod 53).
b) Donner alors 'ensemble des solutions dans Z de l'equation (E,)

5) On considére dans FxZ@ léquation (Ep ). 71u-53v = 1.
a) Verifier que (3, 4) esl une solution de I'equation (E5 )

b) Résoudre dans ZxZ l'équation (E;)

. X =34 (mod 71)
) Résoudre dans Z le systéme 20
x“" =2 (mod 53)
Exercice 4 (7.5 points)

Soif I la fonction définie sur [0+« par f(x)= Ve -1,

On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (0, [ ).

1) Determiner fim f(x) et lim 1x) Interpréter graphiquement.

[T ¥opwm X

2) a) Montrer que lim [i:—}=+-'!'. Interpraler graphiquemeant.

&+D4 X

X
b) Montrer que pour tout x & J0.+cf, £'{x)= ] .
Eia“ -1
¢y Dresser e lableau de vanation de |

d) En déduire que e* -1 < ye* -1, siel seulement si, x <In(2).
3) Montrar que le paint B{In2 , 1) est un point dinflexion de (Cy).

4) Dans la figure 2 de I'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére {a. L .‘j ta courbe I de

la fonction x - — e* -1
a) Etudier Ja position relative de (Cy ) par rapport a I'

b} Tracer la courbe (G
2} Solt g la fonction définie sur [ﬂ% [ par g(x) = tan(x).

a) Montrer que g réalise une bijection de [D.g [ ST [ﬂ1+ua{ On notae g"' sa lonction réciproque.

b) Calculer (g 7)(0) et (g7")(1)

c) Monirer que g ' est dérivable sur [ﬂ.+nr:-| el gue {g"}.[r}= Tl“i"
X
=1
d) Montrer que fim 9% = q.
e X
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6) On pose pour taul x & [0,4f, F(x)= rl
o

(thot et G[x}=2f f(x) - {g“uf}[:ﬂ} }
a) Montrer que pour tout x e |0, +=|, F'(x)=0G"(x)
b) En déduire que pour tout x = [0,+=|, F{x)=G(x).
c} Soit A I'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cy), la courbe I et les drojtes
d'équations x=0 el x=In2. Montrer que A :-1+In2—'21
7} Soit n un entier naturel fel que n>2,
On designe par ; |a fonction définie sur [tn{n),+=] par f, {xi:E.

On note (G, ) sa courbe représentative dans |e repére orthonorme [D. i i}

a) Soit G, Ia fonction définie sur [In(n), +w| par Gni“}=1(fn{u} il 9-1[an]]]

Montrer que pour tout x e [In(n), +[ , G, (x)= j:nji“ (1) dt

b) Veérifier que pour toul x = In(n), ‘JIIEF—I'I' < ve* -1
En déduire que pourtout x =infn), f,(x) < -1

€) Soit A, laire de la partie du plan imitée par la courbe (C,), la courbe T ef las droltes

d'équations x =In{n) et x =in{n+1). Montrer que A, =2 Jn g"{%}ﬂn[niﬂ]J
n

i m A
d) Déterminer Bt
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Epreuve : Mathématiques Section ; Mathématiques
Annexe 1 a rendre avec la cople

Figure 1



Epreuve : Mathématiques Section : Mathématiques

Annexe 2 3 rendre avec la copie

Figure 2



