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Exercice 1 ( 5 points )

On considere dans C, I’équation (E) : 22 —4iz—2+2iv/3=0.
Vérifier que (2 — 2iv/3)? = —8 — 8iv/3.
Résoudre alors 1’équation (E).

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, V).

On donne les points H,A, B et C d’affixes respectives 7y = 2i, 74 = 1 +i(2—+/3), z3 = —1 +i(2+/3)
et zc = /3 +3i.

Dans la figure 1 de I’annexe, on a placé le point H et on a tracé les droites A et A’ d’équations respectives
y=3etx=1.

Justifier que C appartient a A.
Montrer que arg(zc) = % +2k7, k € Z.
Construire alors le point C.

Vérifier que H est le milieu du segment [AB].
Montrer que z¢c —zy = 265 et que z4 —Zp = de i3,
En déduire que la droite (AB) est perpendiculaire a la droite (HC) en H.
Justifier que A appartient a A’ puis construire les points A et B.

Vérifier que OH = %. En déduire que le triangle OAB est rectangle en O.
Montrer que z4zp = —2+ 2iv/3.
Montrer alors que 1’aire du triangle OAB est égale a 2.

Déterminer I’aire du quadrilatere OACB.
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Exercice 2 ( S points ) -
L’espace & est muni d’un repére orthonormé direct (0,7’, 7,75). On donne les points A(3,—1,1), B(2,1,—1)
et C(0,—1,1).

Soit S la sphere de centre A et passant par C.

Montrer que le rayon de S est égal a 3.

Montrer qu’une équation cartésienne de S est x> +y> +z> — 6x+2y — 2z +2 = 0.

Vérifier que B appartient a S.

Soit P le plan tangent a S en B.
Montrer qu’une équation cartésienne de P est x —2y+2z+2 = 0.

Soit §’ I’ensemble des points M(x,y,z) de ’espace & vérifiant :
P+ +2+2y—-22-2=0
Montrer que S’ est la sphere de centre C et de rayon 2.

Montrer que P et S’ sont tangents.
Justifier que H( —%, %, —%) est le point de contact de P et S'.
X+y?+24+2y—-27—-2=0

Montrer que M(x,y,z) € SN’ si et seulement si e D]
On considere le plan O : 3x —2 = 0.

Montrer que la droite (AC) est perpendiculaire a Q au point Q(%, —1,1).
Montrer que Q coupe S’ suivant le cercle I" de centre Q et de rayon r = ‘3—‘\/5
Déterminer alors SN.S'.

Exercice 3 ( 3.5 points )

up=4
Upi1 = Uy —2,/u, + 2 pour tout n € N

Montrer que ;1 — 1 = (y/itg — 1)%.

Montrer, par récurrence, que pour tout n € N, u, > 1.

Soit la suite (u,) définie sur N par {

Montrer que la suite (u,) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.

Montrer que la limite de (u,) est égale a 1.

n
Soit (S,,) la suite définie sur N par S, = Z Vi = Jug+Jui +- -+ /up.
k=0
Montrer que pour toutn € N, S, >n+ 1.
En déduire la limite de (S},).
Montrer que pour tout k € N, /e = 1+ %(uk —Upyq)-
En déduire que pour toutn € N, S, =n+3 — %unﬂ.

Déterminer alors lim S, —n.
n—r+oo
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Exercice 4 ( 6.5 points )

f(x) =x+xIn’xsix >0
f(0)=0
On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,

Calculer Er}rl f(x)et lim @ Interpréter graphiquement les résultats.
X oo

X—te X

Vérifier que pour tout réel x > 0, f(x) =x+ (\/}mx)Z_
En déduire que f est continue a droite en 0.

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par : {

- —
i,7)

Y

Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat.

Montrer que pour tout réel x > 0, f/(x) = (1 +Inx)?.
Dresser le tableau de variation de f.

Montrer que (%, %) est un point d’inflexion de la courbe (Cy).

Montrer que y = x est une équation de la tangente 7 a (Cy) au point A(1, f(1)).
Etudier la position de T et (Cy).

Dans la figure 2 de I’annexe, on a placé le point / et on a tracé la tangente 7.
Tracer la Tangente au point / et la courbe (Cy).

Soit A un réel vérifiant 0 < A < 1.
On désigne par A(A) I’aire de la partie du plan limitée par (Cy), I’axe des abscisses et les droites

1
d’équations x = A et x = 1. On pose J = / 2xInxdx.
A
Vérifier que pour tout réel x strictement positif, 2 f(x) = xf’(x) + f(x) — 2xInx.
En déduire que 2A(A) = f(1) —Af(A) —J.
1 1 1
Par intégration par partie, Montrer que J = / 2xInxdx = E?Lz —A%In(A) — 5
A

Déterminer alors lim A(A).

A—0t

A

4Ak
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Correction : Exercice 1 -]

(2—2iv/3)? =22 -2(2)(2iV3) + (2iv3)? =4 —8i\/3— 12 = -8 —8i\/3
A= (—4i)? —4(1)(=2+2iV/3) = —16+8 — 8iy/3 = —8 — 8i/3 = (2 — 2i/3)>.

8 = (2 —2i\/3) est racine carrée de A. Les solutions sont donc :

. :41'—(22—21'\/?) _ —2+i(4;+2\/§)  14i243)

4i+(2—2iv3 2+4i(4—-2V3
_ 4+ (2-2iv3) 24 \/_):1+i(2—\/§)
2 2
Les solutions de (E) sont S¢ = {1 +i(2—+/3),—1+i(2++/3)}.
On a z¢c = /3 + 3, donc la partie imaginaire de C est 3. L’équation de la droite A étant y = 3, on
en déduit que C appartient a A.

2

zc:ﬁ+3l-:m<§+%§> =23 (o8 (3) +isin ()

Par conséquent, un argument de z¢ est arg(z¢) = % +2km, ke

Pour construire C, il suffit de tracer la demi-droite d’origine O faisant un angle de % avec ’axe
(0,i). Le point C est I’intersection de cette demi-droite avec la droite A.

1+i(2—v3)—1+i(2 3 (4
L affixe du milieu de [AB] est ZA;ZB: 1P Y= e +\/_):l( ):2i:zHDoncH

2 2

est le milieu du segment [AB].

3 1 T

wm—z=14i(2—V3) = (=14i(2+V3)) :2—2;\/5;4(%_,-?) _ 4%

WS
STE]

S|

Zie: _ 2¢6 1 . 1.2 1
HC 7t _ ¢ - = ~¢l(6+3) = Z¢iT = ~j € iR. Les vecteurs BZ et HC sont orthogonaux,
Zlﬁ ZA—28 4de 'z 2 2 2

ce qui prouve que la droite (AB) est perpendiculaire a la droite (HC) au point H (puisque H
appartient a (AB) en tant que milieu).

La partie réelle de z4 est 1. Or A" a pour équation x = 1, donc A € A", De plus, comme (AB) L (HC)
et A € A, on trace (AB) passant par H perpendiculaire a (HC). L’intersection de cette perpendicu-
laire avec A’ donne le point A. B s’obtient comme symétrique de A par rapport a H.

= — — iz AB

4 OH = |zn| =|2i] = 2. AB = |z —zB| = |4¢”"3| = 4. On a bien OH = —-.

|za| = [2i] |24 —zB| = [4e™'3 ]| n a bien 5
Dans le triangle OAB, la médiane OH = 4% = HA = HB , donc O est un point du cercle { de

diametre [AB] par suite le triangle OAB est rectangle en O.
s =1+i2—=V3)(-14+i2+V3)) =—142iV/3—(4—=3)=—1+2iV3—-1=-2+2iV/3

OA x OB

L’aire du triangle OAB rectangle en O est @pap = 7

OA x OB = |z4| X |zB| = |zaz8| = | — 2 +2iV3| = \/(—2)2+(2\/§)2: V4+12=4

L aire est donc “pap = % =2.
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L’aire du quadrilatere OACB est la somme des aires des triangles OAB et ABC. Le triangle ABC a pour
base [AB] et pour hauteur issue de C le segment [HC] (puisque (HC) L (AB)).

ABxHC 4x2
AB=4etHC=‘Zc—ZH‘=2.$ZfABC: =
Donc, I’aire totale “pacp = Yoap + Dapc =2+4 =6.

A/

Correction : Exercice 2

Lerayonde Sest R=AC = /(0—3)2+ (=1 —(=1))2+(1-1)2=/(-3)2+0+0=3

L’équation de S de centre A(3,—1,1) et de rayon 3 est :

=32+ +1)+z-1)12 =32 —6x+94+y’+2y+1+72-27+1=9 =
X4y +2—6x+2y—274+2=0
On remplace les coordonnées de B(2,1, —1) dans I’équation de S :
24124 (=12 =6(2)+2(1)=2(=1)+2=4+1+1—-1242+4242=12-12=0

Donc B € §.
Le plan P est tangent a S en B, donc ﬁ est un vecteur normal a P.
—1 x—2

M(x,y2)eP=AB| 2 | BM|[y—1]=0
= z+1
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L’équation de P est de la forme —1(x—2)+2(y—1) —2(z+1) =0.

—x+2+4+2y—2-27-2=0 = —x+2y—27-2=0 = x—2y+2z+2=0

L’équation de S’ :
P42+ (2 =20 =2 = 2+ G+1)2—1+(z-1)2—-1=2

P+ P+ (z-1)2=4
C’est I’équation d’une sphere de centre C(0,—1,1) et de rayon R’ = V4 =2,
0—2(—1)+2(1)+2 24242 6
d(C,P):| (=) +2(1)+ |:| ot |:—:2Puisqued(C,P):R/:2,leplanPet1a
VI2+(-2)2 422 V9 3

sphere S’ sont tangents.
—2- 2N +2(-4)+2=-5%+2=0,donc H € P.

2
43 ) 1 1
Ona: C7->1 — | = —3 —2 | est colinéaire au vecteur normal de P, 7| -2
3 2 2
3

H est le projeté orthogonal de C sur P, donc le point de contact de P et S'.
m M € SN S’ équivaut au systeme des deux équations :

X+ +2—6x+2y—274+2=0 (1)
Ay +2+2y-27-2=0 (2)

(2) — (1) =0, on obtient (—6x+2) —(—2) =0 = —6x+4=0 = 3x—2=0. Le systeme
équivaut donc a garder I’équation de S’ et la différence, donnant le systeme :.

{x2+y2+z2+2y—2z—2:0

3x—2=0
3 -3
Le plan Q a pour vecteur normal 7Q 0. Levecteur AC| 0 | =1 7Q. La droite (AC) est
0 0

donc perpendiculaire a Q. Le point d’intersection Q(x,y,z) appartient a (AC),d’ouy=—1letz=1.
En remplagant dans I’équationde Q,3x —2 =0 — x = % Q(%, —1,1).

L’intersection de la sphere S’ et du plan Q est un cercle I" de centre Q (projeté de C sur Q) et de
rayon r = VR'Z — CQ2.

2 / 2\N2 [ 4 32 42
CQ:|XQ—XC|:§:>I’: 22—(§> = 4—62 ?:T\/_

SNS =8 NQ =T de centre Q(%,—l,l) et de rayon r =

N
w%
[y}

Correction : Exercice 3

un+1—1:(un—2\/ﬂ+2)—1:un—2\/ﬂ+1:(\/@_1)2.
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Pourn=0ona: uy=4> 1. Vraie . Soit n > 0, Supposons que u,, > 1 .Montrons que u, | > 1.
Puisque u, > 1, on a \/u, > 1, donc ,/u, —1 > 0. Le carré (\/u_n—1)2>0 = Uy 1 —1>0 =
u,+1 > 1. Conclusion : u, > 1 pour tout n € N.

U1 — Uy = —23/ly +2 = —2(1/tly — 1). Comme /ity > 1, 0na /ity — 1 >0, d"0lt 1 — uy, < 0.
La suite (u,) est décroissante.

La suite (u,) est minorée par 1 et décroissante, la suite (u,,) converge vers une limite réelle L.

On pose f(x) =x—2¢/x+2,o0na: f(u,) = uy+1 , f est continue en L , d’ou f(L) =L &
L=L-2VL+2 = 2J/L=2 = V/L=1 = L=1.Donc lim u,=1.

n—r—+oo

n n
Onau >1 = ,/u; > 1 pour tout entier k. Z\/“_k> Zl.DoncSn>(n+1)><1 = S, >
k=0 k=0
n+1.
Par comparaison : lim (n+1) = +eo,et S, > n+ 1, on en déduit que lim S, = +-oo.
n—-+oo n——+oo

1
D’apres la définition, uys1 = g — 2v/i+2 == 2/ = g — tey1 +2. Done /i = 1+ - (g —

Ujet1)-

Su=1Y, (1+§(Mk—uk+1)) = (”+1)+§ Y (e — wiir)
k=0 k=0
n
Z(uk—ukﬂ):(uo—u+1)+(u1—u2)+---+(un—un+1):uo—u,H_l:4—u,,+1.
k=0
Ainsi, Sy =n+ 1434 —ty1) =n+ 142 = Jupp1 =n+3— Jupy1.

1 5

OnaS,—n=3— %unﬂ. Puisque nETwun+1 =1, o0n anEToo(S” —n)=3— 5(1) =,

Correction : Exercice 4

lim f(x) = lim x(141n%x) = +oeo X (14 +o0) = +oo

X—>+o0 X—+-o0
im L% — fim (1+1Inx) = 4oo
X—+o0 X X—>—-o0

A

Interprétation : La courbe (Cy) admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées (O, j)
au voisinage de —+oo.

Pour x >0, /(x) = x+x(Inx)? = x+ (vVA)2(Inx)> = x + (v Inx)?.
lim vxInx=0.Donc lim f(x)= lim x+ (\/?_CIIUC)2 =0+0*=0= £(0). f est continue a droite
x—0F x—0t

x—0t
en 0.
— f(0 In
m lim fx) =10 = lim SR lim (14 In?x) = +oo La fonction n’est pas dérivable a droite en
x—0t X— x—0t X x—0+

0.
Graphiquement, la courbe (Cy) admet une demi-tangente verticale dirigée vers le haut au point O.

1
f est dérivable sur |0, 4oo et Vx>0 : f/(x) = 1+1-In*x+x- (ZInx- —) =1+In’x+2lnx =
X
(1+1Inx)?
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Comme (1 +1Inx)? > 0 et ne s’annule qu’en x = %,car ffx)=0=1+In(x)=0&Inx=—1=

1 . .
In(-),d’oux= % , f est strictement croissante sur [0, +oo].
e

x 0 1/e +oo
|
f'(x) + (l) +
/ e
I

, 1 2(1+Inx) . B 1
5)| f"(x) =2(1+1nx)- =T, f()=0 = l+x=0 < x=~
X 0 l ~+o0
T
f'(x) — 0 +

La dérivée seconde s’annule en % en changeant de signe . Le point d’abscisse % est donc un point

=l+l-1?2=2Dpoui(l,2)..

d’inflexion. Son ordonnée est f (%) .

2 eme méthode

Pour tout x > 0, on a f'(x) = (1 +Inx)? > 0.

H(0)- (1)) =t

La fonction dérivée f’ s’annule en % sans changer de signe . On en déduit que la courbe (Cy) admet

un point d’inflexion au point d’abscisse é, ou elle possede une tangente horizontale.

1 I 1 1 I 1 2
CRERURERS
e e e e e e e

Conclusion : Le point / (1, 2) est bien un point d’inflexion de la courbe (Cy).

—+o0

f'x) + +

1
e
|
0
l

Point d’inflexion a tangente horizontale

fl )=1+4+1(In1)2=1.f(1)=(1+In1)2=1.Léquationde T en A esty = f/(1)(x— 1)+ f(1) =

Ix—1)+1 = y=ux.
f(x) —x = xIn?x > 0 pour tout x > 0
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flx) —x + 0 +

La courbe (Cy) est donc toujours au-dessus de la tangente 7, elles se touchent en A(1,1).

La courbe et les tangentes. (ci-dessous )
xf'(x) + f(x) — 2xInx = x(1 +Inx)? + (x + xIn? x) — 2xInx
— x(14+2Inx+1In’x) + x4+ xIn’x — 2xInx
= x+2xInx+xIn? x4 x+xIn?x — 2xInx = 2x+ 2xIn’x = 2(x + xIn’x) = 2 (x)

On integre la relation 2 f(x) = xf’(x) + f(x) — 2xInx sur [A, 1]. On reconnait que xf’ (x) + f(x) est
la dérivée du produit (xf(x)).

2 / e / (ef (x) ) dx — / Dtk

24(2) = [if () I = 1f(1) = Af(A) -
Par intégration par parties pour J, on pose u(x) = Inx = u/(x) = % etV (x) =2x = v(x) = x".

1 1 1
I =[P} - | 2(—)41:0—&211—/ d
[x“Inx]; ey ( ni) p

1]} 1
92 22 g2 _ 2 2 2 -
J=—-2%InA {2xh 22InA <2 21) ~22-2%InA 5

Limite de I'aire quand A — 07 : lim Af(A) = lim (A 4+ AlIn*A) = 0 (croissance comparée).
A—0* A—07
1 1

1 3
lli—>n01+J =0-0-— 3= "5 Donc Alinol+ 2A(A)=1-0— (—§> =3 L aire limite est A(0) = %.
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