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Exercice 1 : 

De quoi s'agit -il? 

• Résolution d'équations du second degré dans IC 

• Résolution d'équations de troisième degré dans IC connaissant une solution réelle 

• Complexe et géométrie 

1) a) (3 + i)2 = 32 + 2 x 3 x i2 

= 9 + 6i -1 

= 8 + 6i 

b) a = 1 ; b = 1 - 3i ; c = -4 - 3i 

A = (1 - 3i)2 - 4 x 1 x (-4 - 3i) 

= 1-2 x 1 x 3i + (3i)2+ 16 + 12i 

= 1 - 6i - 9 + 16 + 12i 

= 8 + 6i = (3 + i)2 donc S = 3 + i 

. -l+3i-3-i -4+2i 

2 2 

-l+3i+3+i 2+4i 

:-2+i 

4+2i 
2 2 

Sc = {-2+i, l+2i} 

2) a) On pose z = x e IR tel que P(x) = 0 

o x3 - x2(4 + 31) - x(9 - 121) + 20 + 151 = 0 

o x3 - 4x2 - 3x2i - 9x + 12x1 + 20 + 151 = 0 

o x3 - 4x2 - 9x + 20 + i(-3x2 + 12x + 15) = 0 

< 
x -4x -9x+20=0 

-3x2 + 12X+15=0 
< 

x -4x -9x+20=0 

x=5 ou x=-l 
x=5 

Donc P(z) = 0 admet une solution réelle x = 5. 

b) P(z) = (2 - 5)(az2 + bz + c) = az3 + bz2 + cz - 5az2 - 5bz - 5c 



= az3 + (b - 5a)z2 + (c - 5b)z - 5c = z3 - (4 + 3i)z2 - (9 - 12i)z + 20 + 15i 

Par identification : 

a=l 

b-5a=-4-3i 

c-5b=-9+12i 

-5c=20+15i 

a=l 

b=l-3i 

c=-4-3i 

Donc P(z) = (z - 5) (z2 + (1 - 3i)z - 4 - 3i) 

Ainsi P(z) = 0 sig z - 5 = 0 ou z2 + (1 - 3i)z - 4 - 3i = 0 

Sig z = 5 ou z = 1 + 2i ou z = -2 + i. d'après 10) b) 
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^ ZÂB = ZB-ZA=-2 + i-1-2i = -3-i 

ZbC=ZC-ZD=-ZB-5 = 2-i-5 = -3-i 

Donc z— = Z— et A, B et C ne sont pas alignés, ainsi ABCD est un parallélogramme. 

4) a) 
ZA-ZC _ l+2i+zB l+2i-2+i -l+3i 

ZD ~ZC 5+z B 5-2+i 3+i 

b) ^2^=i,^=iEiIR <^CA1CD(1) 
ZD "ZC CD 

Za Zc =i alors 
ZD "ZC 

ZA "ZC = i| 
ZA ~ ZC| 

i 
ZD "ZC ZD "ZC 

= 1 

AT 
«>—=1 CA=CD (2) 

DC 

D'après (1) et (2) ; on conclut que ACD est isocèle rectangle en C. 

c) AC = |zc — za| = |-zb — 1 — 2i| = |2 — i — 1 — 2i| 

= |l-3i| = ^l2+32 = VÎÔ 



o 

A(ABCD) = 2 x A(ACD) = 
ACxDC 

=AC x DC = AC2 = ( VÎÔj2 car AC = DC , Ainsi A(ABCD) = 10 

Exercice 2: 

De quoi s'agit -il? 

• Produit vectoriel 

• Plan défini par trois points non alignés 

• Shère, positions relatives d'une sphère et d'un plan 

1) a) AB 
f0l f"2l f2l 

2 et AC 2 doncABA AC 2 

UJ l0J W 

b) ABa AC 

v4/ 

^ 0, donc AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite les points A, B et C 

ne sont pas alignés, ainsi ils déterminent un plan P. 

f-1! 
r-n 

2) a) IA i et IC i 

x-3x X3x 

IA=V(-l)2+l2 + (-3)2=Vn =R : rayondeS 

ic=.N/(-i)
2+i2+32=Vn 

Donc IC = I, ainsi S passe le point C 

b) 1(0,1, -3) et P : x + y + 2z - 1 = 0 



0+l+2x(-3)-l -6 6 r i— 
d[i,P) =1 . v 7 1 = y = -r = V6<Vn 

■yjl2 +12 +22 V6 Vô 

donc l'intersection du plan P et la sphère S est le cercle [Q de rayon r = -^R2 -d2 

= -J] 1 — 6 =V5 et B e P et IB 

Ai \ 

v2y 

d'où IB = ^/l2+l2 + 22 = V6=d(I,P) 

donc B est le projeté orthogonal de I sur P, ainsi Ç est de centre le point B. 

3) a) Sa = x2 + y2 + z2 - 2y - 2az -1 = 0 

o (x - 0)2 + (y - l)2 + (z - a)2 = 1 + 02 + l2 + a2 

o (x - 0)2 + (y - l)2 + (z - a)2 = 2 + a2 > 0 

Ainsi Sa est la sphère de centre la(0,1, a) et de rayon Ra = ^2 +a2 

b)*l2 + 02 + 02 -2x0- 2ax0-l = l- l = 0, donc AeS». 

* (-1)2 + 22 + 02 -2x2- 2ax0-l = l + 4- 4- l = 0, donc C e Sa 

Ainsi Sa passe par les points A et C. 

c) Va g R, À g Sa rx /J et C e Sa rx I\ donc P coupe la sphère Sa selon un cercle(Ca ) 

Autrement : 

Soit la(0,1, a];P:x + y + 2z-l = 0 

|0+l+2a-l| 2 lai 
d[Ia,P]=l/ 

^1+1+2 S 

-d2 (t ,P)=2+a2 =12+6a '4a 
12 + 2a 

>0 

Donc d(Ia, P) < Ra. 

Ainsi VoceIR ; P n Sa =(Ca). 

4)a) r(l=VRXd2(I1.,P)=A«RXd2(l(l,P)=5« 
12+2a2 

=5 

ol2 + 2a2 = 30 0 2a2 = 18 o a = 3 ou a = -3 

b) On a I_3(0,l,-3) = I et B est le projeté orthogonal de I sur P, donc B est le centre de (C.3) 



^o/Y B^x^z) e i3 nZ)(/3(0,l,3);77p 1 ) 

x + y + 2z-\ = 0 \a = -\ 

On a : < 
x = a 

y = \ + a 

z=3+2a 

x = -1 

y = Q 

- = i 

est le centre de (Cs). 

c) On vérifiera aisément que AB=B,C et que AB=AB,, ainsi ABCB' est un losange 

Exercice 3 : 

De quoi s'agit -il? 

• Fonction en exponentielle 

• Théorème des valeurs intermédiaires (du point fixe) 

• Théorème des accroissements finis, suites réelles 

Pour x > 0 alors -x < 0 d'où e"x < e0 = 1 ainsi 1 - e"x > 0 

Donc VxeIR+ f [x] > 0, ainsi f est croissante sur IR+ 

* Vx e IR+; f'(x) = ^l-e"x 
4 

= —qx<0> 

5 

3) Soitg(x)=f(x)-x 

VxeIR+; g'(x) = f [x] - 1 < 0 

X 0 a 

Si*)  
4 

-00 



4/ ..4 4 v ,.14 
^ lim --x +—i 

5 5 

4 / \ 4 4 14 
lim g(x)= lim —lx + ex )-x= lim —x +—e x-x= lim --x +—e x = - 

X—>+00 X—>+00 ^ X / x—>+GO ^ ^ X —>+GO ^ ^ 
= —00 

X—>+GO ^ 5 5 

g est continue et strictement décroissante sur IR+, elle réalise une bijection de IR+ sur -00. 

or (+ -00. ; ainsi g(x) = 0 admet dans IR+, une unique solution oo, c'est à dire 

f(x) = x admet dans IR+ une unique solution a, de plus : 

g(l, 2) — 9 x 10-4 > 0 

g(l, 3) - -0,04 < 0 

alors 1,2 < a < 1,3 

4) a) Pour n = 0, = 2 — ^ (vrai] 

Pour nelN ; supposons que Un > 0 et montrons que Un + i > 0 

On a : Un + i = f(Un) >f(0) >0 car f est croissante sur IR+, ainsi VnelN ; Un > 0. 

b) f est dérivable IR+, VxeIR+; |f(x)| < — 

Alors Va, b e IR+; |f(b) - f(a)| < — |b-a| 

Or aElR+ etUnElR+, donc |f(Un) - f(a)| < —|Un-a| <+> Un+1-a 

c) Pour n = 0 |U0 - a = 
1 
—a 
2 

< 

v5y 
=1 (Vrai) car 1,2 < a < 1,3 

Pour nElN ; supposons que |Un - a| < 
f A \n 

\J y 
et montrons que |Un +1 - a| < 

v5y 

On a |Un - a| < 
4 

v5y 

Donc |Un +1 - a| < ~|Un -a|< 
5 

, ainsi |Un + i - a| < 
5 v jy 

Donc VnElN ; |Un - a| < 
y A \n 

v jy 



f A \n 

d) VheIN ; |Un - a| < 
\J y 

et lim 
n-Ko v5y 

=0 car -]<—<] 
5 

Ainsi lim U, =a. 

e) On a |Un - a| < 
v5y 

Un-a< 
v5y 

s -3 In 10 
<10 =0,001<^ n >  

4 
in(-) 

Donc il suffit de prendre n > 31 

Exercice 4 : 

De quoi s'agit -il? 

• Fonction en exponentielle(limites, variations,points d'inflexions, théorème des valeurs 

intermédiaires, représentation graphique) 

• Calcul d'aires 

1) a) limf = lim x + (x-l)e2x = -i-oo 
+00 x—>+00 

2x 
f(x) x+(x-l)e"x x-1 2x 

hm -L^= hm —   —= lim 1+ e 
x^+oo ^ x—>+oo ^ x^+oo ^ 

et lim lim —=1 
x—>+GO jç x—>+GO ^ 

1 • f(x) 
ainsi hm —— = +cx) 

X—>+GO ^ 

(QJ) Çf admet une branche parabolique de direction I 0,J 1 au voisinage de (+oo). 

b) limf = lim x+(x-l)ex= lim x+xe2x-e2x= lim x+—2xe2x-e2x=-oo 
-oo X—>—GO x^-co 2 

1 
c) lim f(x)-x= lim x+(x-l)e2x -x= lim (x-l)e2x = lim —2xe2x -e2x =0 

x->-oo x->-oo x->-oo x—>—00 2 

ainsi A : y = x est asymptote à [Q au voisinage de (-oo). 

d) VxeIR ; f(x) - y = (x - l)e2x 

le signe de f(x) - y est celui de (x - 1) car VxeIR ; e2x > 0 



X -oo 1 +oo 

f(x] -y - + 

Position Ç est au dessous de A Ç est au dessus de A 
relative de 

A et (QT 
CnA = {(1. 1]} N. 

2) On donne ci-après le tableau de la fonction f (fonction dérivée de la fonction f) 

X -oo 0 +oo 

f"(x] ( ) + 

f'(x] 1 

( ) 

+oo 

a) f" s'annule et change de signe en 0 

donc 1(0, f(0)) = 1(0, -1) est un point d'inflexion de (Q. 

b) T : y = f'(0) x + f(0) ; ainsi T : y = -1 

3) a) Tableau de variation de la fonction f. 

X -oo 0 +oo 

f"(x] + ( ) + 

f'(x] 

-oo 

: 

 ^.+00 

b) f est continue et strictement croissante sur IR, donc elle réalise une bijection de IR sur f(IR) = IR 

Ainsi f(x) = 0 admet une unique solution réelle a. 

f(0,8)- -0,19<0l 
^ alors 0,8 < a < 0,9 

f(0,9)- 0,29>0 J 



c] 

X A 0 +00 
A 

f[x] + ( ) + 

f[x] 

VI 

+00 ^ 

W 

A : y = x asymptote Branche parabolique de direction ( O, j 

▼ 
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4) 

**- 

t /V- V 
y / y y 

y y y 
y y y y 

-> 
» aT 

i <'\v y \ \ / 
* y 

Vï 
^X^-fr 

& 
y y y 
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« 
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y 

y^ y > 

* y 
y^r 



A = lolf(x)"yldx(Ua) =joy"f(x)dx= \l
0-(*-^2Xte 

Car Ç au dessous de A sur [0,1], 

Posons U(x) = -(x - 1) •f-> U'(x) = -1 

1 2\ 
V(x) = -e -O- V'(x) = e2x. 

^(x-l)e= " A= 
,2x 

[ e2xdx 
Jo 2 

i(x-l)e 
2x 

0 

(x-l)e2x+—e2x 

2 4 

Ainsi A=—e2 (ua) 

^ i 2^ n o 0+—e 

o v y \ 2 4 y 

1 
—e 
4 

2x 


