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Exercice 1:

1. AQJestun triangle rectangle en J et direct donc
51

(QJ,QAjzn—(g+%j[2n] n——[2 n)= o l2n].
AQD est un triangle isocéle en D et direct donc (@(TA) = (EE)[Zn] = %[Zn] .
Donc (a,ﬁ)z(mﬁ)+(gﬁ,®)[zn]_%_E[z =% [2x].

2. a) (Q—J,@)Eg[Zn] donc R est la rotation de centre Q et d’angle %

b) RU) = F équivauta QF=QJ et (QJ QF)—Z—;[ZR].

AlQ estun triangle rectangle en I, direct et tel que (N,Aﬁ)sg[&r] donc AlIQ estun
triangle isocéle en | et ((TA@) E%[Zn].

Par suite , (QJ Ql)s(@ gﬁ) (QA QI)[Z ]—i—g+2[2n]52—;[2n].

- -

Ainsi (@ﬁ) z(@,@)[Zn] donc les vecteurs QF et QI sont colinéaires et de méme
sens d’ou FG[QI).
Le cercle de centre Q coupe la demi droite [QI) enF.

3. a)f(9)= heR(J)=h(F)=1.

- -
b) Les vecteurs QF et QI sont colinéaires et de méme sens donc le rapport de I’homothétie h

est strictement positif .
. 2n s
f est la composée d’une rotation de centre Q2 et d’angle 3 et d’un homothétie de centre Q

et de rapport strictement positif donc f est une similitude directe de centre Q et d’angle
2n
3

o o 1 0OA 1 2\2 2*/5(1+\/§)=\/§(1+«/§)

ey NN QJ_S"‘(;;) J3-1 2

Ql Ql OA
f(J) =1 donc le rapport de fest — = ——x—— 2(1+/3)=1+4/3.
v PP Ql 0A \/ixf( #3) =143

4. a) Ona:
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v f oS(QJ) est la composée d’une similitude directe f et d’une similitude indirecte S(QJ)

donc f oS(QJ) est une similitude indirecte.
v fOS(QJ) (Q)Zf(Q)IQIQ(Q) et fOS(QJ) (J)If(J)I | ZQ(J)

donc g=f OS(QJ) .

b) le rapport de g est celui de f donc le rapport de g est 1+ J3.

c) Q,Jetg(J) =1 ne sont pas alignés Figure 1 sur annexe 1 a rendre
donc I’axe de g est la bissectrice

- -
intérieure de 1’angle | QJ,Q21 | .
— =\ 7
Or (QJ,QD)EE[Zn] et
(@,@)E(g—o,gﬁ)+(gﬁ,m)[zn]
E£+EEE[ZR]

12 4 3
Ainsi I’axe de g est la droite (Q D).

H(K)=K’ donc K'e (QK)
et h(F)=1 donc (KF)//(K’D.
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Exercice 2:
1 0
- - o . - - - .
1. a)Ona: EC=AC-AE donc EC|1 et ED=AD-AE donc ED|1
-1 -1
0 0
Donc ECAED|1 |.Comme AH|1 alors ECAED=AH.
1 -1
b) L’aire du triangle ECD est égale a : %a =|[ECAED =% AH|= %\/02 +1°0 41 = g

- -

L AH.AE

1
c) Le volume du tétraedre AECD est v = 5

(E_E:/\ ETD). EA

1
6
2. a) (CDG) /I (NMP) , (CDG) coupe (ACD) suivant la droite (NM) et (NMP) coupe (ACD) suivant

la droite (NM) donc (NM) // (CD).

Comme h(M) =D alors h((CD)) = (NM) donc h(C) appartient a (NM).

Or h(C) appartient a la droite (AC) d’ou h(C) =N.

(CDG) coupe (ACG) suivant la droite (CG) et (NMP) coupe (ACG) suivant la droite (NP)
donc (CG) //(NP).

Comme h(C) =N alors h((CG)) = (NP) donc h(G) appartient a (NP).
Or h(G) appartient a la droite (AG) d’ou h(G) = P.

b) Soit Pm la plan passant par M est paralléle au plan (ECD), Pm coupe [AE] en K donc la

droites (KM) et (DE) sont paralléles et par suite h(E) = A. IL en résulte que : le volume v’ du
3

tétraedre AKNM est égalea V' =|—| xv= i
4 128
. 0
3.a) AD| 1 | estun vecteur normal au plan (CDG) donc (CDG) :y+d =0, oud est un réel.
0

Or D(0, 1,0) donc d = -1. Par suite , (CDG) :y-1=0.

B3

Le rayon de la sphére (S) estR = - et d(l, (CDG)) = T:% donc d(l, (CDG)) <R

donc (S) coupe (CDG) suivant un cercle ~ de centre I’ et de rayon r.
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r=\/R2 (d(1.(cDG)) \f “/_

Soit A la perpendiculaire au plan (CDG) passant par I, I’ est le point d’intersection de A et
(CDG).

1
X==
2
Ona, A:Jy= 1+0L,0LGR et 1+0L:1 dou I l,l,1 .
2 2 2 2
1
z==
2
b) (S) coupe (CDG) suivant le cercle ~ donc h(S) =S’ coupe h((CDG)) = (NMP) suivant un
cercle ¥ '=h(~") decentre h(I’)= 1" et de rayon |- 3 3\4—
, 3
X'==X
4
3 333
L’expression analytique de hest <y’ '=— donc 1" =,—,=|.
o s aenest |y -3y aone 12,29
, 3
Z'=-z
4

Exercice 3:

1. a) 53 est un nombre premier et (x et 53 sont premiers entre eux) alors x* zl(mod 53) donc le

reste modulo 53 de x** est 1.
b) Pour tout entier naturel k, x**=1(mod53) donc x**.x = x(mod53)

d’ou x*** =x(mod53).
2. Remarquons que 2 et 53 sont premiers entre eux. D’autre part , (29 )29 = 2%t = 0%t
Donc (2° )29 =2(mod53). Par suite, 2° est solution de (Ex).
3. a) si x est solution de (E1) alors x* =2(mod53).
Supposons que x et 53 ne sont pas premiers entre eux , alors 53 divise x et donc x = O(mod 53)
donc x* =0(mod53).
D’ou 2=0(mod53) ce qui est impossible.

Par suite , x et 53 sont premiers entre eux.
b) X et 53 sont premiers entre eux donc  x***** = x(mod53) donc x** =x(mod53).
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c)Ona: (2° )29 =2(mod53) et x*=2(mod53) donc x*=(2° )Zg(mod 53) donc
® _(2°)” =0(mod53).
Comme x* —(2 ) =(x=2°)[ X* +2X7 +4xP 4L+ 2% 4 2 XX ]
alors (x—ZQ)[x28 +2X7 +4XP .+ 2% 4+ 28 x+x® | =0(mod 53)
donc x-2°=0(mod53) d’ou  x=2°(mod53).
4, a)Ona 2°=512=9x53+35 donc 2° 535(mod53).
b) xestsolution de (E1) équivauta x=2°(mod53) équivauta x =35(mod53) équivaut a
X=53n+35,neZ.
Donc I'ensemble des solutions dans 7Z de I’équation (E1) est {53n +35, neZ}.
5. a) 71x3-53x4=213-212=1 donc (3, 4) est solution de I'équation (E,).
b) (E2) équivaut a 71(u —3)—53(V—4) =0 équivauta 71(X —3) = 53(y—4).
53 divise 71(u—3) et 53A71=1 donc 53 divise u—3
donc il existe un entier g tel que u—3=539 ouencore u=53q+3.
71(u—3)=53(v—-4) donc 71x53q=>53(v—4) donc v-4=71q donc v=71q+4.
Ainsi,si 7lu—53v=1 alors (u, V) = (53q +3,71q +4) , Q€.
Inversement :
si (u,v)=(53q+3,719+4), qeZ,
alors 71u—53v = 71(53q +3) —53(71q + 4) =71.53q+213-71.53q-212=1.
Donc S, , :{(53q +3,71q +4) , qeZ}.
{x =34(mod71) x =34(mod 71) Xx=71m+34 ,meZ

équivaut a
X=53n+3,neZ

=2(mod53) x =35(mod53)
X=7Im+34 ,meZ
X=53n+35, neZ
Dot Nn=71q+4,qeZ

Donc X =53(71q+4)+35=37630+247 , qeZ

équivaut a {

71Im-53n=1
équivaut a ,meZ etneZ

équivaut a
{ X =53n+35

Exercice 4 :
Pour toutx >0, f(x) =~ -1,

1. lime*-1=+00 donc I|mf

X—>+00 X—>+00

fim 1) — lim

X400 X X~>+oo X%-f—oo x—+0 \[ X X X—+0 X

et 1 e
——— =+ car |lim — =+o0.

Donc la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction (OT) au voisinage de +o.
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x—0" X x—0" X x—0" X X

2. a) fim 0 _ i YL [ex_l}l

e’ -1 .1 . [e*=-1)1
Comme lim =1 et lim ==+ donc lim = =400,
x-0t X x—0" X x—0" X X

o f(x)
Par suite , lim —== +o0.
x=0" X
Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 et (Cs) admet une demi tangente verticale a droite en

0 dirigée vers le haut.

b) Pour toutx >0, f'(x)= €
2ye* -1
c)
X 0 + 00
f'(x) +

d) Pour tout x >0,

2
e¥—1<e*-1<e*—1— ex—lsOc>JeX—1 —\/ex—lso
o eX—l(\/eX—l—l)SOQX:O ou Jer—1<1
&SX=00u0<e*-1<11< <2< 0<x<In2

Ainsi , pour toutx >0, e*-1<+e*-1<0<x<In2

o e 2¢ (" ~1)-e>
Y e S P o S G

e -1 2 e -1 4(e" —1)\/ex -1

3. Pourtoutx >0, f"(x)=

N |-

er _ Zex ex

x_2
4(ex —1)\/ex -1 4(ex —1)\/ex -1 (e )
f'(x)=0=e*-2=0<x=In2.

Le signe de f"(x) est celui de e —2

X 0 In2 + o0
f7(x) - 0 +

f(In2)=+e"-1=2-1=1
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Donc B(In2, 1) est un point d’inflexion de (Cs).
4. a) Pour tout x de [0,In2], e*-1<+ye* -1« e*-1<f(x) donc I estau-dessous de (Cr) sur
[0,In2].

Pour tout x de [In2,+oo[, € —1>+/e* -1 e*-1>f(x) donc I est au-dessus de (Cr) sur
[In 2,+oo[ .

b) Figure 2 sur annexe 2 a rendre

O

5. Soit g(x) = tan(x) xG{o,g{

a) g est continue et strictement croissante sur [Og{ donc g réalise une bijection de {Og{

sur QE[OED = [g (0), Xii(r}t1jg (x)[ =[0,+o[ .
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c) Pour tout x de [Og[ g'(x)=1+tan’x

g est dérivable sur [Og{ et pour tout x de [Og{ g’(x);tO donc g™ est dérivable sur

1y 1 1 1
[0,+0[ et pour tout y de [0,+o0o[ , (9 1) (¥)= g'(x) Tlttanix 1ty

Ainsi, pour tout x de [0, o[, (g_l)’(x)zlfxz-
x>0 ye 0,E
d) Ona : {gl(x):y<:> 2
g(y)=x
jim 0 _ g CI=07(Q) iy y=0 - - =
x>0 X x—0" x-0 V_>°+g()’)_g(o) "mw g'(o)

y-0'  y-0
6. a) Fest la primitive sur [0,+o0[ de la fonction f qui s’annule en 0 donc F est dérivable sur

[0,+00[ et pour tout x de [0,+oo , F'(x)="(x).

D’autre part , pour tout x de [0, +oo[ ,

& (x)=2|'(x)-1(x)(a") (f(x))}—zlfxx)—f'(x)-

=2f"(x —%]f'x{ 5
i )[1 rer | )
=\/ex_—1=f X)

Ainsi , pour tout x de [0,+oo[ , F (x
b)Ona:F(@0)=0 et G(0)= [f

el
1+(f (%))

)=
(0)-(g lof) ]:2[-9*1(0)}0 donc F(0) = G(0).

Et comme pour tout x de [0,+oo[ , F'(x)

G'(x), alors pour tout x de [0,+oo[, F(x)=G(x).

(
c)A:L (f (x) )x J:nzf(x)d I(:nz ~1)dx=F(In2)- [e —x]m
=G(In2)- (1 In2)=2(f(In2)-(g™ of)(In2))-1+In2

(
=2(1-(g7)(1))-1+In2=2 1—%) 1+In2

=l+In2-=
2

7. Pour tout entier n>2 et pour tout x de [In(n),+oo[, f (x)=\/ex -n.

On pose , pour tout x de [ In(n), 4 Gn(x):z(fn(x)_ﬁg1(f“(X)D.

Jn
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a) G,(In(n))= ZLfn (In(n))ﬁgl(LJnir]))]J = 2(0—Jﬁg‘1(0)) -

Pour tout x de [In (n),+oo[,

e“—n
1 e 1 e*
=2f"(x)| 1- = s
() f.(x)) | Ver-n e —n| Je*-n|, €N

1+ Jﬁ n n
" —n

= e’ n = e il \/e —n—f

Jer-n| € x/ex—n( ]

n

Donc, pour tout x de I:ln(n),+oo[, G, (x) :L:(n)fn (t)dt.

b) n>2 donc n>1 donc —n<-1 donc, pourtout X de [In(n),+oo[, e*—n<e* -1
ot Ve —n<+er-1.
Par suite, pour tout X de [In(n),+oo[, f,(x)< JeX-1.

Or pour tout x =2, e*-1<e* -1, il en résulte que pour tout x>In(n) ,
f (x)sVe*-1<e* -1,

c) T estau-dessus de (Cn) sur [In(n),+oo[ donc

SRS >dx [ a1
-

} ey In(n+1))
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=(1-In(n+1)+ In(n))—z(fn (In(n +1))—\/ﬁg1£f"(L\/;+1))J]

=1+In(L)—2+2\/ﬁg‘1(ij
n+1 n
1 n
—odng L] otem[
; (Ij (
. . 4 1 n
d) limA, =Ilim 2\/ﬁg (—j—lﬂn(—)
n—+o0 n—+0 n n+1
. n . 1 . n
Ona: lim ——=Ilim ——=1 donc Ilim In(—jzlnlzo.
n—-+0 [ +1 na+w1+1 n—>+0 n +1
n
(L)
Et  lim \/ﬁgl(ijzlim—“/H
nN—+o0 n Nn—+o0 i
n
0 Iim( 1j 0t et lim g°(x) 1 ,alors lim+/n 1( 1} 1
r | = e _— , — | =1.
n—+o0 \/ﬁ x—0" X n—-+oo g \/ﬁ
. . 1 n
Ainsi, lim A = lim2Jng?| —= |-1+In| — |=2-1=1
Nt N—>+w \/_g (\/HJ (n+l}
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