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Exercice 1 : 

 

 

Exercice 2 : 

1. AIC est un triangle direct et rectangle en I et E milieu de [AC]  donc I est le centre du cercle 

circonscrit au triangle AIC .  

Il en résulte que : EA = EI  et     EA,EI 2 CA,CI 2 2
3

       
         

   
.  

Ainsi le triangle AIC est équilatéral direct . 

2.

 

a) 

 

ABI est un triangle direct , isocèle et rectangle en I  donc AB 2AI  et     AI,AB 2
4


      

donc  S I B . 

      f E S S E S I B   . 

b) On a      f A S S A S A A     et   f S S   est la composée d’une similitude 

directe  et de rapport 2  et d’une similitude indirecte de rapport 1 donc f est une similitude 

indirecte de rapport 2  et de centre A. 

c)  f f   est l’homothétie de centre A et de rapport   
2

2 2 . 

On a :        f f E f f E f B  . Posons  f f E E ' , AE ' 2AE AC
  

    donc E’ = C. 
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Par suite, f(B) = C. 

d) (BJ) est la droite perpendiculaire à la droite (AE) passant par B donc f((BJ)) est la droite 

perpendiculaire à f((AE)) = (AB) passant par f(B) = C . Or la droite (CK) est perpendiculaire 

à (BK) donc f((BJ) = (KC). 

J (BJ)  donc  f(J)  (CK)  et  J  (AE) donc f(J)  (AB). Comme      CK AB K   

alors  f(J) = K  

3. g est la similitude indirecte telle que g(C) = A et g(K) = I 

a) Posons g(B) = B’,  BCK est un triangle direct , isocèle et rectangle en K donc son image 

par g est le triangle B’AI indirect , isocèle et rectangle en I. Or BAI triangle indirect, isocèle 

et rectangle en I, donc  B’ = B  d’où g(B) = B. Ainsi , B est le centre de g. 

b) Soit D = g(A),  A (BK)  donc  D   (BI).   

c) On a :    CB,CA 2
6


   , g(C) = A, g(B) = B et g(A) = D  donc    AB,AD 2

6


  . 

Désignons T un point du plan distinct de A telle que    AB,AT 2
6


  , la demi droite [AT) 

coupe la droite (BI) en D. (Voir figure ci-dessous). 

4. a)    est la composée de deux similitudes indirectes donc   est une similitude directe.   

        A g f A g f A g A D       et          B g f B g f B g C A     . 

b)        
7

AB,DA AB,AD 2 2
6 6

 
         donc l’angle de    est  

7

6


. 

5. Soit   le centre de  . 

  a)          E g f E g B B A D               . 

Comme      
7 7

3 2 2 2 2
6 2 2 2

   
           alors       est une similitude directe de 

centre   et d’angle 
2


 . 

Il en résulte que     E, D 2
2


     . 

  b) On pose  F J    , comme  D E     alors     FD,JE 2
2


     donc    FD JE  

  c)        F J g f J g K I             . 

      D’autre part ,    B A D       et          E g f E g B B A         . 

    Soit  k le rapport de la similitude directe    , comme IB = IE  alors   FD = k IB = k IE = FA. 

    Ainsi ,  FD = FA.  

   F est le point d’intersection de la médiatrice du segment [AD] et de la perpendiculaire à (JE) issue de D. 

^^

^ ^

^
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  Soit     1 M,M P / ME,MD 2
2

 
      

 
  et     2 M,M P / MJ,MF 2

2

 
      

 
 , 

  1 2    . 

 

       

 

Exercice 3 : 

1. a) Soit l’équation 2 3 3
(E) : z i z 1 0

2 2

 
     
 

. 

Le discriminant de (E) est  

2

3 3 9 3 3 5 3
i 4 3i 4 3i 0

2 2 4 2 4 2 2

 
             

 
  donc 

l’équation (E) admet deux racines distinctes 1 2z et z . 

b) 1 2

3 3
z z i

2 2
   .  Comme 1 2z z   n’est pas réel , alors  1 2z et z  ne sont pas conjuguées. 

^ ^

1

2
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2. a)  C est milieu de [AB]  donc    
i

1 2 6
C

z z 3 3 3 3 1 3
z i i e

2 4 4 2 2 2 2

 
       

 
 . 

b)    
2 22 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2z z z 2z z z z 2z z z 4z z z z 4z z            

                        
2 2 2

C C C2z 4 4z 4 4 z 1      . 

c)         
2 22 C2 1

2 1 C 2 1 C C

C 2 1

z 1z z
z z 4 z 1 z z 4 z 1 z 1 4

z 1 z z


         

 
   

donc     C C2 1 2 1

C 2 1 C 2 1

z 1 z 1z z z z
arg arg 4 2 arg arg 2

z 1 z z z 1 z z

        
          

         
  

 

   
          

     

donc JC,AB AB,IC 2 AB, IC AB,JC 0 2

AB,CI AB,CJ 0 2

     

     

 

                                                          AB,CI AB,CJ 0 2     

       CI,AB AB,CJ 2
      

       
   

   donc     CI,CJ CI,AB AB,CJ 2 2 CI,AB 2
              

                  
       

  

 donc  (AB) porte la bissectrice intérieure de l’angle ICJ


. 

3. a) ( ) est le cercle circonscrit au triangle IAJ et K son centre donc K appartient à la médiatrice 

de [IJ] . Comme O, v
 

 
 

 est la médiatrice de [IJ] alors K appartient à O, v
 

 
 

. 

b) On pose Kz iy , y   

    Soit M un point d’affixe z,  

        M( ) 
2 2 2 22 2

K KKM KI KM KI z z 1 z z iy 1 iy              

  D’où M( )      
2 2

z iy 1 iy z iy z iy 1 iy 1 iy           

                             2 2zz iyz iyz y 1 y zz iy z z 1           

 c)   A( )    1 1 1 1 1 1 1 1z z iy z z 1 z z 1 iy z z         

               
 1 1

1 1
2 2 2 2

1 11 1 1 1 1 1 1 1

1 iy z zz z1 1 1 1 1
z z iy z z iy iy

z zz z z z z z z z

    
          

   
 

                                          
 1 1

1 1

1 iy z z
1

z z

 
   

           Donc  B( ). 

^ ^ ^ ^

^ ^

^ ^

^ ^ ^ ^ ^ ^
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4. a) On a : 
i
6

C

3
z e

2



  

b) K le centre du cercle ( ) est le point d’intersection de la médiatrice du segment [IJ] et la 

droite  O, v
 

 
 

 

 

 

Exercice 4 : 

Pour tout x 0 ,    
2x

f x ln
x 1

 
  

 
. 

A-1. a)  
2

x 0 x 0

x
lim 0 donc lim f x

x 1 



 
  


. 

3

4
  i

3

4

3

4

_
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    La droite O, j
 

 
 

 est asymptote à (Cf ). 

          b)  
2

x x x

x x
lim lim donc lim f x

1x 1
1

x

  
    




. 

On  a :   
 

2 2

2x x x

x x
ln ln

f x x 1 x 11
lim lim lim .

xx x x

x 1

  

   
   

     



    

Or    
2

x

x
lim donc

x 1
 



2

2x

x
ln

x 1
lim 0

x

x 1



 
 

  



    et     
x

1
lim 0

x
    donc   

 
x

f x
lim 0

x
 . 

Donc ( O, i
 

 
 

 admet  une branch  e parabolique  de direction au voisinage de  . 

2. a) Pour tout x 0 ,    

 

   

   

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2x x 1 x x 2x

x 1 x 1 x 2x x 1 x 2
f x .

x x x x x 1x 1

x 1 x 1

  

      
           

 

. 

     b)  

x 0                                                      

 f x                               + 

 

 f x  

 

                                                            0 

 

                                                        

 

c) f  est continue et strictement croissante sur   0,   donc f réalise une bijection de  0,   

sur  J =     f 0, ,0   . 

3. a) 2 2x x 1 x x 1 0        

       Le discriminant est  5   donc les solutions de l’équation sont 
1 5

2


  et   

1 5

2


. 

       Par suite, l’ensemble des solutions de l’équation 
2x x 1    est  

1 5 1 5
,

2 2

   
 
  

. 

Cf )
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     b) Soit  
1 5

2


  ,     

 2 1 51 2 1 5

4 21 5

 
     
 

. 

      c) Pour tout x > 0 ,   
 

2 2
2x x

f x 0 ln 0 x x 11
xx 1 x 1

x 0x 0
x 0x 0

   
       

          
     

 

         Donc  la courbe (Cf) coupe l’axe des abscisses au point A d’abscisse   . 

       d) On a :  f 0    et 2 1    donc   
 

 

    3

1 12 1 1 1 1
f

1 1 1

 
       

        
. 

Ainsi, une équation de la tangente T  à (Cf) au point A  est            

    3

1 2
y f x x

 
      

  
. 

        e) Soit 
2

1
B 0, 1
 

  
 

,    3 2

1 2 2
0 1

 
     

   
  donc  T passe par B. 

4. a)  et  b)  
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B- Soit n un entier non nul, On pose pour tout  x 1  ,    
x

n

n
1

G x f t dt   . 

1.a) Pour tout entier n 1  et pour tout x 1  ,  

                         n n n n n n1
1 t x 1 t x f 1 f t f x ln f t f x

2

 
           

 
 

     Donc     
x x x

n n

1 1 1

1
ln dt f t dt f x dt

2

 
  

       

     donc        
x

n n

1

1
ln x 1 f t dt f x x 1

2

 
    

    d’où          n

n

1
ln x 1 G x f x x 1

2

 
    

 
 

   b) On pose     u(x) =  nf t            ,      u’(t) =   
 

n
n 1 n

nn

t 2 1 n
nt f t n n

t t 1t t 1

   
    

  
 

                      v’(t) = 1                   ,      v(t) =  t    

             
x x x x

x
n n n

n n n1
1 1 1 1

n 1 n
G x f t dt t.f t n dt x.f x ln ndt dt

t 1 2 t 1

                         

                      
x

n

n

1

1 n
x.f x ln n x 1 dt

2 1 t

 
     

    

2. On pose  
n

n n1

1
J n dt

1 t




 . 

   a) 

1
ln

0n n

n n
lim lim e e 1



 
    . 

   b)       n n n
n

1
ln 1 G f 1

2

 
        

 
  donc    n n

n

1
ln 1 G 0

2

 
     

 
 

    Comme   n

n
lim 1


     alors    n

n

1
lim ln 1 0

2

 
   

 
  et par suite   n

n
n
lim G 0


  . 

    c) 

1 1
ln ln

n n n

n n n

1 e 1 e 1
lim lim ln . lim

1 1 1
ln

n n n

 

  

   
  



 

    Or  
n

1
lim ln 0

n
     et     

x

x 0

e 1
lim 1

x


    donc    

n

n

1
lim ln

1

n



 
  . 

    d) On a :         
n

n n n n
n nn

1

1 n 1
G .f ln n 1 dt ln n 1 J

2 1 t 2



   
                 

     

   donc       
n

n n n
n n n

1 1 1
J ln n 1 G ln G

12 2

n

    
              

   
. 

    Par suite ,     
n

n
n n

n n n

1 1
lim J ln lim lim G ln 2 ln ln 5 1

12

n

  

  
          

 
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