MATHEMATIQUE S
DEVOIR DE CONTROLE # 1

MATHS DUREE : 2H

éme
4

Exercicel 1 (3 points). Répondre par vrai ou Faux (Sans justification)

1/ 2 — i est une racine cubique de 2 — 11i

2/ Si / est une fonction croissante et majorée par 3 sur Iinfervalle [0, +oo[ alors |ir1|1_ H(z)=23.
z—+00

3/ (an) et (by) sont deux suites adjacentes et (¢, ) est une suite vérifiant a, < ¢y < by & partir d’un
certain rang, alors la suite (cy, ) est convergente.

Exer‘cicel 2 (5 points). Soit / la fonction définie sur R par :

1
p—— vz si 2>0

Hz) =

. T
1+ zsin (—) st <0
va

1/ a— Montrer que pour fout réel z <0, ona : ‘/(:c) - ’I‘ < |z|
b— Montrer que / est confinue en 0

c— Montrer que I’équation f(z) = 0 posséde une solution unique a dans Iintervalle ]0,1[.

2/ Soit g une fonction continue sur R dont le tableau de variation est donné ci-dessous,
et telle que g(0) =1 et 0 < g(—1) < a.

On considére la fonction k définie par k(z) = (£ o g)(z)

a— Montrer que h est confinue sur R. z |—oo 1o
b— Montrer que A(—1) > 0.
g G| g(z) / +00
c— Montrer que |’équation k(z) = 0 posséde une solution 0
unique S dans I’intervalle | — 1,0[

d— Montrer que a = g(8)

Exer‘cicel 3 (6 points). On considére la suite (U,,) définie par :
Ug = 0 et pour tout m de N, Up41 = Uy, +cos Uy,
1/ Montrer que la fonction £ : = — = + cos z est croissanfe sur R.
2/ a— Montrer par récurrence que pour tout » de N, 0 < U, < g

b— Montrer que (U, ) est croissante.
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c— Montrer que (U, ) est convergente puis déterminer sa limite.

m
3/ o— Montrer que Z cos Uy = Up 41
k=0

m
b— Calculer Iim cos U
m—+00 Z K
k=0
ll-/ t étant un réel donné.
t

2 4e '2\2 t. cost+1
Developper (e 26 ) puis déduire que cos 2(5) =
1 (I U
5/ Pour tout m de N, on pose : V,, = —5 + p— kz_: cos 2(7;()
a— Montrer que pour tout » de N, V,, = ﬂ
T 2m 4+ 1)
b— Cadlculer alors  lIm  Vy et Im nV,

m——+00 m——+400

Exercice I 4 (6 points). On donne dans la figure (feuille annexe) que I’on complétera dans la suite

de I’exercice :
— Un cercle € de centre O et de rayon 1 et un point fixe A sur €.

AN A
— — T
— Deux points M, B du cercle € tels que (OA,OM) = 6[27] et (OM,O?) = 5[277'] ol @ est un réel
. T
donné de }0,77'[\ {—}
2
_)
On note @ = OA et on rapport le plan & un repére orthonormé direct (O, , 7)
1/ On note % et zpg les affixes respectives des points M et B.
a— Ecrire % et zg sous forme exponentielle puis vérifier que zg = L')’b.
b— Soit C le point d’affixe zp = —)’bz. On note A’ le symétrique de A par rapport & la droite (OM).
Montrer que A’ et C sont symétriques par rapport & O. Placer alors C.
2/ Soit H le point d’affixe : zyy =1 —i—é%—%z
a— Soit N le point d’affixe zyy =1+ L%. Construire N puis déduire une construction de H.

b— Montrer gue :

14
ZZ/:/):ZC_)/—/_ —H%

ZE§ ZB—A> 71— L'%

3/ Montrer que H est I'orthocentre du triangle ABC.

k/ o— Résoudre dans C, I’équation Z%—iz-1=0. (On donnera les solutions sous forme exponentielle)

b— Déduire les valeurs de 6 pour que H soit le centre de gravité du triangle ABC.
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MATHEMATIQUE S
DEVOIR DE CONTROLE # 1 (CORRIGE)

éme
4

MATHS DUREE : 2H

ANNEE sC : 2010-2011 PR : BEN FREDJ SOFIANE

Exercicel 5. Vrai ou faux.
1/ CvraD. (21 =8 120 +62 — 5 =211

1
2/ - Lofoncﬂon/‘:c»—)?—x+1

est croissante sur [0, +0o[ et elle est majorée par 3 sur cet

infervalle mais ||m / =2

3/ - Les suites (ay) ef (by) sont adjacentes donc convergent et elles ont une méme limite £ et
par la suite (¢y ) converge vers £.

2/

Exercice | 6. 1/ a— Pour tout réel z < 0,

£(z)— 1| = "I—F:csm —1‘
= |:c|}sm g)‘

et

sin (L )‘ <1 donc [f(z) — 1| < ||
On a 4(0) = 1

— Continuité & droite en 0.

imf=lm <$+1—\F>—1_ 20).

o+ T—+00
— Pourz < 0,0ona:|f(z)—1] < |z| et lim|z| = 0 dlors lim |f(z)—1| = 0 donc limf =1 = (0)
0~ 0~ 0~

— limf =lim/ = §(0) donc / est continue en 0
o+ 0—

Nous avons :
— J est continue sur [0, 1] (somme de deux fonctions continues sur [0, 1])

1
- J0)=1etf(1) = ~3 donc £(0) x £(1) <0
— J est strictement décroissante sur [0, 1] comme étant la somme de deux fonctions strictement

croissantes sur [0, 1].
Donc I’équation f(z) = 0 posséde une solution unique o dans |0, 1[.

Nous avons :

— g est continue sur R et g(R) =]0, +0,

— J est continue sur [0, 400,

- g(R) € [0, +oo,

Donc / o g est continue sur R.

Comme g(—1) < a et / est décroissante sur [0, +0o[ alors £(g(—1)) > f(«) or f(a) = 0 donc
h(—1) > 0.

Nous avons :
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— h est continue sur | —1,0[
d
- ~(0) =4(g9(0)) =4(1) = —g h(—1) < 0 dlors A(—1) x £(0) < 0,

— h est strictement décroissante sur [—1, 0] ( Car g est croissante sur [—1, 0] et £ est décroisante

sur g([—1,0])).

Alors I’équation h(z) = 0 posséde une solution unique B dans | — 1,0][.

d— Nous avons : ~(f) = 0= f(g9(B8)) =0,
Or =1 < B < 0alors g(—1) < g(B) < ¢(0) alors 0 < g(B) < 1 donc g(f) est une solution dans
10, 1[ de I’équation f(z) = 0 donc g(B) = a.

Exercice| 7. 1/ La fonction £ est dérivable sur R et pour fout réel =, J(z)=1—sinz
Pour fout réel , §/(z) > 0 donc / est croissante sur R.
2/ a— On considére la proposition P(n): 0< U, < g
— Initiation Uy =0adlors 0 < Ug < g alors P(0) est vraie.
— Héréditaire : Soit » € N, supposons que : 0 < U, < g comme / est croissante sur R

T T T
alors £(0) < f(Uq) §/(§) dlors 1 < Up41 < 5 donc 0 < Up41 < 5

Donc, P(n) = P(n+1)
— Conclusion D’aprés le procédé de raisonnement par récurrence P(m) est vraie pour tout
n € N.

.

b— Pour tout m de N, Up41 — Un, = c0s Uy, et comme Uy, € [O, 5] alors cos U, > 0 et par la
suite Up 41 — Un > 0 donc (U, ) est croissante.

c— (Up) est croissante et majorée alors elle est convergente et elle converge vers un réel £ de

Iintervalle [0,5] et comme / est contfinue sur R alors f(¢) = £ d ot £ = £ + cos { alors

.
cosZ:OdoncZ:§

3/ o— (Somme télescopique) On a :
Up+1 —Uyp =cos Uy,
+ Up—Uyp—1=cosUyp_1

+ Uy — Uy = cos Uy
Uq — Ug = cos U

mn
Dome Unt1—Up = cos Uy

k=0
b—
i fj U = Im Upgqr= lm Up=—
e 2o O Tk T e T T e P T 2
N
€2 +e 2 ¢t +e " +2 2cost+2 cost+
&/ cos?(f)=—F—] = — _
2 2 4 A 2
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5/ a— D’aprés &/, ona: cos (

’ N
ou :

U;(> ~ T+cos Uy
2/ 2

m m mn
) 14+ cos U m 41 cos U
2 kY k\ k 5
kz_ocos (—2)_Z< 5 )— 5 +Z 5 d’ou

(I 2rUky 1 1 =
1Zcos <7> :§+chosU/( et par la suite ,
V. — Ufn—l—’l
*2(m+1)
P Upq dlors lim Vi, =0 x — =0
%—mx m+1 Qlors im Vo, = Xi—
. 1 T
—%VWZWXUW_Hobr‘Shm’nV —ixi—z
A .
Exer‘cice|8. 1/ o——OM:’leT(ﬁ,OM)EQ[ZW] olor‘s%:eLe'
A m
+6
- 0B="1et 7,0?)5%—#9[277’} olorszB—eL(Q )

2/

.
+6 [— . .
ZB—eL(Z ):>ZB:eLzeL9:>25:LeL9:>25:L%
/\
A et A sont symétriques par rapport & (OM) alors OA’ = OA = 1 et (7 OA/) = 20[27] alors

zZpy = 126 oy zy = —z¢ et par la suie A’ et C sont symétriques par rapport @ O.
Onazy="1 +L')’b alors zyy =14 zg dlors N est I'image de B par la translation de vecteur 7.
zy = zN + z¢ équivaut @ C/—/ ON équivaut @ H est I'image de C par la tranlation de vecteur

—
N.

S)

~ 2 N2 .
i _zm—za T Gy 1t
z=3 23— 2C L'%—Fsz Lrb—(é%)z 1—in,
et _zh—zc _ 't
Zzy 24— 2B ’I—L')’b

14 L%
3/ Il suffit de montrer que . est imaginaire.

o:|)’b|:1<:>%%:’ld’00:

1+Lrb 1+

1—%:1_

mti iyt - W
:%—L_—L%—1 <1+L%>:_<1—L%>

Sl RIS R

——
Les vecteurs AH et C,Té d’une part et les vecteurs CH et A d’autre part sont orthogonaux alors H
est I'orthocentre du triangle ABC.
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b/ o— Ona:A= 2k x (=) =3= (\/3)2 soit 8 = v/3 une racine carrée de A.

Les solutions sont : et

b— H est I'orthocentre du triangle ABC. Pour que H soif le centre de gravité du triangle ABC il
faut et il suffit que le friangle ABC soit équilatéral donc son orthocentre, son centre de gravité
et son centre du son cercle circonscrit seront confondus donc H = O et par la suite zy = 0 donc

1+L’%—%2:Odonc:

. T o
%:Zq ou%:Zg et par la suite 8 € {E’?}

B N
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