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DEVOIR DE CONTRÔLE # 1
4
éme

MATHS DURÉE : 2H

Exerie 1 (3 points). R�epondre par vrai ou Faux (Sans justi�ation)1/ 2� i est une raine ubique de 2� 11i2/ Si f est une fontion roissante et major�ee par 3 sur l'intervalle [0;+�[ alors limx→+� f (x) = 3.3/ (an ) et (bn ) sont deux suites adjaentes et (n ) est une suite v�eri�ant an < n < bn �a partir d'unertain rang, alors la suite (n ) est onvergente.Exerie 2 (5 points). Soit f la fontion d�e�nie sur R par :f (x) = 






1x+ 1 �px si x � 01 + xsin (�x) si x < 01/ a� Montrer que pour tout r�eel x < 0, on a : ∣∣
∣
f (x)� 1∣∣

∣
� jxjb� Montrer que f est ontinue en 0� Montrer que l'�equation f (x) = 0 poss�ede une solution unique � dans l'intervalle ℄0; 1[.2/ Soit g une fontion ontinue sur R dont le tableau de variation est donn�e i-dessous,et telle que g(0) = 1 et 0 < g(�1) < �.On onsid�ere la fontion h d�e�nie par h (x) = (f Æ g)(x)a� Montrer que h est ontinue sur R.b� Montrer que h (�1) > 0.� Montrer que l'�equation h (x) = 0 poss�ede une solutionunique � dans l'intervalle ℄� 1; 0[d� Montrer que � = g(�)

x �� +�g(x) 0 +�
Exerie 3 (6 points). On onsid�ere la suite (Un ) d�e�nie par :U0 = 0 et pour tout n de N, Un+1 = Un + os Un1/ Montrer que la fontion f : x 7! x+ os x est roissante sur R.2/ a� Montrer par r�eurrene que pour tout n de N, 0 � Un � �2 .b� Montrer que (Un ) est roissante.
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� Montrer que (Un ) est onvergente puis d�eterminer sa limite.3/ a� Montrer que n
∑k=0 os Uk = Un+1b� Caluler limn→+� n
∑k=0 os Uk4/ t �etant un r�eel donn�e.Developper (ei t2 + e−i t22 )2 puis d�eduire que os 2( t2) = os t+ 125/ Pour tout n de N, on pose : Vn = �12 + 1n + 1 n

∑k=0 os 2(Uk2 )a� Montrer que pour tout n de N, Vn = Un+12(n + 1)b� Caluler alors limn→+�Vn et limn→+�nVnExerie 4 (6 points). On donne dans la �gure (feuille annexe) que l'on ompl�etera dans la suitede l'exerie :{ Un erle C de entre O et de rayon 1 et un point �xe A sur C .{ Deux points M;B du erle C tels que ∧(�!OA;�!OM) � �[2�℄ et ∧(�!OM;�!OB) � �2 [2�℄ o�u � est un r�eeldonn�e de ]0; �[ n {�2 }.On note �!u = �!OA et on rapport le plan �a un rep�ere orthonorm�e diret (O;�!u ;�!v ).1/ On note �z et zB les aÆxes respetives des points M et B.a� �Erire �z et zB sous forme exponentielle puis v�eri�er que zB = i�z.b� Soit C le point d'aÆxe zC = ��z2. On note A′ le sym�etrique de A par rapport �a la droite (OM).Montrer que A′ et C sont sym�etriques par rapport �a O. Plaer alors C.2/ Soit H le point d'aÆxe : zH = 1 + i�z� �z2a� Soit N le point d'aÆxe zN = 1 + i�z. Construire N puis d�eduire une onstrution de H.b� Montrer que : z−→AHz−→CB = z−→CHz−→BA = 1 + i�z1� i�z.3/ Montrer que H est l'orthoentre du triangle ABC.4/ a� R�esoudre dans C, l'�equation Z 2�iZ�1 = 0. (On donnera les solutions sous forme exponentielle)b� D�eduire les valeurs de � pour que H soit le entre de gravit�e du triangle ABC.
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MATHÉMAT IQUE S

DEVOIR DE CONTRÔLE # 1 (CORRIGÉ)
4
éme

MATHS DURÉE : 2H

ANNÉE SC : 20102011 PR : BEN FREDJ SOFIANEExerie 5. Vrai ou faux.1/ Vrai . (2� i)3 = 8� 12i+ 6i2 � i3 = 2� 11i2/ Faux . La fontion f : x 7! 2� 1x+ 1 est roissante sur [0;+�[ et elle est major�ee par 3 sur etintervalle mais lim+� f = 23/ Vrai . Les suites (an ) et (bn ) sont adjaentes don onvergent et elles ont une même limite ` etpar la suite (n ) onverge vers ` .Exerie 6. 1/ a� Pour tout r�eel x < 0,jf (x)� 1j = ∣

∣

∣
1 + x sin (�x )� 1∣∣

∣= jxj∣∣
∣
sin (�x )∣∣

∣et ∣∣
∣
sin (�x )∣∣

∣
� 1 don jf (x)� 1j � jxjb� On a f (0) = 1{ Continuit�e �a droite en 0.lim0+ f = limx→+�( 1x+ 1 �px) = 1 = f (0).{ Pour x < 0, on a : jf (x)�1j � jxj et lim0− jxj = 0 alors lim0− jf (x)�1j = 0 don lim0− f = 1 = f (0){ lim0+ f = lim0− f = f (0) don f est ontinue en 0� Nous avons :{ f est ontinue sur [0; 1℄ (somme de deux fontions ontinues sur [0; 1℄){ f (0) = 1 et f (1) = �12 don f (0)� f (1) < 0.{ f est stritement d�eroissante sur [0; 1℄ omme �etant la somme de deux fontions stritementroissantes sur [0; 1℄.Don l'�equation f (x) = 0 poss�ede une solution unique � dans ℄0; 1[.2/ a� Nous avons :{ g est ontinue sur R et g(R) =℄0;+�[,{ f est ontinue sur [0;+�[,{ g(R) � [0;+�[,Don f Æ g est ontinue sur R.b� Comme g(�1) < � et f est d�eroissante sur [0;+�[ alors f (g(�1)) > f (�) or f (�) = 0 donh (�1) > 0.� Nous avons :
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{ h est ontinue sur ℄� 1; 0[{ h (0) = f (g(0)) = f (1) = �12 et h (�1) < 0 alors h (�1)� h (0) < 0,{ h est stritement d�eroissante sur [�1; 0℄ ( Car g est roissante sur [�1; 0℄ et f est d�eroisantesur g([�1; 0℄)).Alors l'�equation h (x) = 0 poss�ede une solution unique � dans ℄� 1; 0[.d� Nous avons : h (�) = 0 =) f (g(�)) = 0,Or �1 < � < 0 alors g(�1) < g(�) < g(0) alors 0 < g(�) < 1 don g(�) est une solution dans℄0; 1[ de l'�equation f (x) = 0 don g(�) = �.Exerie 7. 1/ La fontion f est d�erivable sur R et pour tout r�eel x, f ′(x) = 1� sin xPour tout r�eel x, f ′(x) � 0 don f est roissante sur R.2/ a� On onsid�ere la proposition P(n ) : 0 � Un � �2 .{ Initiation U0 = 0 alors 0 � U0 � �2 alors P(0) est vraie.{ H�er�editaire : Soit n 2 N, supposons que : 0 � Un � �2 omme f est roissante sur Ralors f (0) � f (Un ) � f (�2 ) alors 1 � Un+1 � �2 don 0 � Un+1 � �2 .Don, P(n ) =) P(n + 1){ Conlusion D'apr�es le pro�ed�e de raisonnement par r�eurrene P(n ) est vraie pour toutn 2 N.b� Pour tout n de N, Un+1 � Un = os Un et omme Un 2 [0; �2 ] alors os Un � 0 et par lasuite Un+1 � Un � 0 don (Un ) est roissante.� (Un ) est roissante et major�ee alors elle est onvergente et elle onverge vers un r�eel ` del'intervalle [0; �2 ℄ et omme f est ontinue sur R alors f (` ) = ` d o�u ` = ` + os ` alorsos ` = 0 don ` = �23/ a� (Somme t�elesopique) On a : Un+1 � Un = os Un+ Un � Un−1 = os Un−1... ...+ U2 � U1 = os U1U1 � U0 = os U0Don Un+1 � U0 = n
∑k=0os Ukb� limn→+� n

∑k=0 os Uk = limn→+�Un+1 = limn→+�Un = �24/ os 2 ( t2) = (ei t2 + e−i t22 )2 = eit + e−it + 24 = 2os t+ 24 = os t+ 12
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5/ a� D'apr�es 4/, on a : os 2(Uk2 ) = 1 + os Uk2 d'o�u :n
∑k=0 os 2(Uk2 ) = n

∑k=0(1 + os Uk2 ) = n + 12 + n
∑k=0 os Uk2 d'o�u1n + 1 n

∑k=0 os 2(Uk2 ) = 12 + 12(n + 1) n
∑k=0 os Uk et par la suite ,Vn = Un+12(n + 1)b� { Vn = 12(n + 1) � Un+1 alors lim Vn = 0� �2 = 0{ nVn = n2(n + 1) � Un+1 alors lim nVn = 12 � �2 = �4Exerie 8. 1/ a� { OM = 1 et ∧(�!u ;�!OM) � �[2�℄ alors �z = ei� ;{ OB = 1 et ∧(�!u ;�!OB) � �2 + �[2�℄ alors zB = ei(�2 +�)zB = ei(�2 +�) =) zB = ei�2 ei� =) zB = iei� =) zB = i�zb� A′ et A sont sym�etriques par rapport �a (OM) alors OA′ = OA = 1 et ∧(�!u ;��!OA′) � 2�[2�℄ alorszA′ = ei2� d'o�u zA′ = �zC et par la suie A′ et C sont sym�etriques par rapport �a O.2/ a� On a zN = 1+ i�z alors zN = 1+zB alors N est l'image de B par la translation de veteur �!u .zH = zN +zC �equivaut �a �!CH = �!ON �equivaut �a H est l'image de C par la tranlation de veteur�!ON.b� z−→AHz−→CB = zH � zAzB � zC = i�z� �z2i�z + �z2 = i�z + (i�z)2i�z� (i�z)2 = 1 + i�z1� i�zz−→CHz−→BA = zH � zCzA � zB = 1 + i�z1� i�z3/ Il suÆt de montrer que 1 + i�z1� i�z est imaginaire.On a : j�zj = 1() �z �z = 1 d'o�u :1 + i�z1� i�z = 1 + i�z1� i�z = �z + i�z� i = �i�z+ 1�i�z� 1 = �(1� i�z1 + i�z) = �(1 + i�z1� i�z)Les veteurs �!AH et �!CB d'une part et les veteurs �!CH et �!BA d'autre part sont orthogonaux alors Hest l'orthoentre du triangle ABC.
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4/ a� On a : � = i2 � 4� (�1) = 3 = (p3)2 soit Æ = p3 une raine arr�ee de �.Les solutions sont : Z1 = i�p32 = ei5�6 et Z2 = i+p32 = ei�6b� H est l'orthoentre du triangle ABC. Pour que H soit le entre de gravit�e du triangle ABC ilfaut et il suÆt que le triangle ABC soit �equilat�eral don son orthoentre, son entre de gravit�eet son entre du son erle ironsrit seront onfondus don H = O et par la suite zH = 0 don1 + i�z� �z2 = 0 don :�z = Z1 ou �z = Z2 et par la suite � 2 {�6 ; 5�6 }
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